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Literatur A\‘(IT

a Folgendes hauptsachlich nach:
P. Stoica, R. Moses, Spectral Analysis of Signals, Prentice Hall, 2005.

Zitiert als [StMo05]. Dies ist das Lehrbuch zu diesem Kapitel. Struktur und
Notation sowie einige Beweise folgen diesem Buch.

m Ebenfalls lehrreich:

u Kay, Modern Spectral Estimation
m Kammeyer, Kroschel, Digitale Signalverarbeitung, Teubner
m Proakis, Manolakis, Digital Signal Processing, Prentice Hall
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Ubersicht

@ spektralschatzung
@ Einflihrung und Problemstellung
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Konventionen A\KIT

a Die Folien enthalten exemplarische lllustrationen von
Autokorrelationsfunktionen (AKFs) und Leistungsdichtespektren (power
spectral densities, PSDs)

m AKF: Beispiele sind auf [0] = 1 normiert

a PSD: In den Beispielen mit ,nur Rauschen”

m ... istdie y-Achse linear
m ... st die y-Achse nicht normiert

um die Rauschleistung besser erkennen zu kénnen.

a PSD: ,Signal plus Rauschen* Beispiele
m ... sind so normiert, dass deren Maximalwert 1 ist.
m ... werden in dB relativ zu deren Maximalwert dargestellt, wo immer das
mdglich ist, d.h., falls keine ,pathologischen® Situationen entstehen (etwa
negative Werte)
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Annahmen

m Stochastische Prozesse sind zeitdiskret: Y [n]
m Stochastische Prozesse haben Erwartungswert Null: E(Y [n]) = 0 fur alle n
m Statistische Beschreibung der stochastischen Prozesse (iber deren AKF:

r[k] := E(Y[n + k]Y™[n]);

hierdurch wird implizit angenommen, dass die AKF nur von k und nicht von
n abhdngt —> schwach stationdrer Prozess
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Annahmen

m Frage: Wie definiert man den Spektralgehalt eines stochastischen
Prozesses?

a Bemerkung: Da die Realisierungen zufallig sind, ergibt sich ein
durchschnittlicher Spektralgehalt
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Problemstellung A\‘("

a Gegeben:

a Endliche Anzahl von Beobachtungen/Samples y[1], ..., y[N]

m Samples seien von einem mittelwertfreien, schwach stationéren Prozess Y [n]
erzeugt

a Aufgaben:

m Definiere Spektralgehalt flir schwach stationare Prozesse

= Finde bestmégliche Schatzung fir die PSD' ®(£2) eines schwach stationaren
Prozesses Y [n], von dem eine endliche Anzahl Samples y[1], ..., y[N]
gegeben sind.

a Bemerkung: GroBbuchstaben bezeichnen sowohl Zufallsvariablen (und
Prozesse) als auch den Fourier-Bereich fur eine Realisierung des
Prozesses. Diese ubliche Notation sollte (hoffentlich) keine Verwirrung
erzeugen und wird beibehalten.

1[StMoOS] verwendet t; = 1 resp. w statt Q2. Wir verwenden die Notation wie im Grundlagenkapitel

eingeflhrt.
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Ubersicht A\‘(IT

@ spektralschatzung

@ Wie definiert man eine Leistungsdichte fir stochastische Prozesse?
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Leistungsdichtespektrum

a Erste Definition: Korrelogramm

wobei r[k] = E(Y'[n + k]Y*[n]) die AKF von Y [n] bezeichnet.

a Bemerkungen:

u Ist y[n] reellwertig, so auch r[k]; im diesem Fall folgt &.(—) = ®;(Q).
m Falls die AKF nicht bekannt ist, muss sie geschétzt werden. Dies wird in Bélde
diskutiert.
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Leistungsdichtespektrum &‘(“

a Zweite Definition: Periodogramm

Y[nle —ian

NE

1
®,(Q) ;= lim E N

N—o0

I
—

n

a Ubungen:
m Zeigen Sie, dass die Definition iibereinstimmen, falls®

d.h., falls die AKF schneller als linear abfallt.
m_Zeigen Sie, dass Integration der PSD die Leistung des Prozesses Y'[n] ergibt.
2Siehe [StMo05].
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Methoden der Spektralschatzung &‘(lT

a Nicht-parametrische Methoden
u FFT-basiert
a Korrelation-basiert
— Direkte Verwendung der PSD-Definitionen

a Parametrische Methoden
m Basierend auf Signalmodellen
m |dentifizieren von Parametern der Modelle
m Bendtigen hinreichende Menge an Information Uiber das Signal (,Mismatching
auf ein falsches Modell kann sehr schlecht sein®)
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Ubersicht

0 Spektralschatzung

@ Nicht-parametrische Methoden
@ Spektrogramm, Korrelogramm und Schétzung der AKF
@ Erwartungstreue und Varianz der Schatzung
@ Blackman-Tukey-, Bartlett- und Welch-Methode
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Nicht-parametrische Methoden &‘(lT

m Ausgangspunkt: N Beobachtungen y[1],. .., y[N]
» Gesucht: Schatzung ®(Q2)

a Bemerkung: Praktisch wiirde die Frequenzvariable selbstredend ebenfalls
diskretisiert werden. Fir die folgenden Analysen wird jedoch weiterhin €2
betrachtet.
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Nicht-parametrische Methoden g\(lT

a Nach Definition der PSD sind folgende Schatzungen naheliegend
m Schétzung der AKF und Korrelogramm:

D (Q) := NZI ke 3%
k=—(N—1)
u Direkte Verwendung der DTFT:
~ 1| & B ’
Bo(@) = 7 |2 vlale "

a Fragen:

m Wie sollen AKFs geschatzt werden?
m Qualitat/Guite der Schatzer?
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Schéatzung der AKF A\K"

m Schatzung der AKF fir positive Verzdgerungen durch:

k] =

il

Y ylnly*n— K]
n=k+1

Fortsetzung auf negative Verzégerungen durch 7[—k] = 7*[k]. (Ubung:
Rechtfertigen Sie diesen Schritt.)

a Offensichtlich hangt der Schéatzer vom Parameter L ab.
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Schéatzung der AKF A\K"

® Bemerkung: (Ubung: Nachweis)
m Fir L = N — k ist der Schatzer erwartungstreu:

E(Fr=~n—_k[k]) =7[k], —(N-1)<k<N-1
m Fir L = N ist der Schatzer nicht erwartungstreu:

E(?L:N[k}):( fL]’ff‘) k), —(N—1)<k<N-—1
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Schéatzung der AKF A“(“

a Beispiel: Schatzung der AKF eines verrauschten Rechtecks und eines
weiBBen, gauBschen Rauschens

N =100.0
AR IR T
" W : \ww‘w Hi %\MW M | WMVM MWN W UMM
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Erwartungstreue der Schéatzung &‘("

a Theorem: Die Schatzung der PSD durch das Periodogramm ip(Q) und

durch das Korrelogramm . (£2) sind identisch, falls die nicht
erwartungstreue Schatzung der AKF verwendet wird.

a Nachweis: Ubung

m Hinweis: Starten Sie mit der Definition des Periodogramms
m Vertauschen der Summen und Wechsel der Summationsvariablen
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20

Schitzung der AKF

m Beispiel: Verrauschtes Rechteck und weif3es, gauBsches Rauschen:
Schatzung der PSD
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a Beobachtung: Erwartungstreue AKF-Schétzung ergibt negative PSD?!
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Schitzung der AKF A\K"

= Theorem: Fiir eine beliebige Zeitfolge 7[k] gilt genau dann®

o0

3 rlkle 1% >0,

k=—oc0

wenn r[k] positive semi-definit ist, d.h., falls fr jedes m gilt:

(0] r[1] rfm — 1]
) P e rm 2
' R,z > 07 R, = : : .
r*m—1] r*m-2] --- r[0]

Die zweite Bedingung ist erflillt, falls r[k] die AKF eines Signals y[n] ist.

3Siehe [StMo05].

in der Nachrict ik — atzung Communications Engineering Lab /

21 i
Holger Jékel



Schitzung der AKF A\K"

a Bemerkungen:*

m R ist positiv semi-definit genau dann, wenn alle Eigenwerte nicht-negativ sind.

® R ist positiv semi-definit genau dann, wenn R positiv semi-definit ist.

w Der nicht erwartungstreue AKF-Schatzer 71— [k] ist positiv semi-definit®
(somit ist er ein Kandidat fur die AKF eines Signals). Der erwartungstreue
Schatzer 71— n—[k] ist nicht positiv semi-definit.

m Es kann gezeigt werden, dass jede positiv semi-definite Funktion die AKF
eines geeignet definierten Signals ist.

m Letztlich hat die ,PSD* auf Folie 20 negative Werte, da bei der Schatzung
implizit Windowing verwendet wurde. Wie spéater gezeigt héngt die
Nicht-Negativitdt von dem verwendeten Fenster ab.

4IStMo05]
5Dies ist eine direkte Konsequenz der Aussage auf Folie 19.
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Erwartungstreue der Schatzung

@ Theorem: Das Periodogramm &)p(Q) ist ein asymptotisch erwartungstreuer

Schétzer. Dies gilt ebenfalls fir das Korrelogramm @C(Q), wenn der nicht
erwartungstreue AKF-Schétzer verwendet wird.

a Nachweis: Basierend auf dem Erwartungswerte der AKF-Schéatzung folgt

N—-1
E@() =E@,@) = Y. <1—|I€N|)r[k]e_j9k
k=—(N—1)

=wpg (k)

d.h., die AKF wird vor Schatzung der PSD implizit durch ein Dreieck
gefenstert. Fir N — oo geht das Dreieck gegen 1 flr jedes feste k. |
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Erwartungstreue der Schatzu
a Beispiel: Schatzung der PSD von wei3em, gauB3schen Rauschen, 1000
2

ng

Samples, gemittelt Gber 100 Realisierungen, o° =1

N i 1

20 — ITRR
L=N — L=N-Fk
15 ‘
S0 =
| 2 \ r b o
0.5
Z - g 0.0 : 1 e
-4 -3 -2-10 1 2 3 A -4 -3 -2-10 1 2 3 4 1 -3 -2-1 0 1 2 3
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Erwartungstreue der Schéatzung &‘("

u Erinnerung: Bezeichnen X (2), W (2) die DTFT von x[n] und w(n], so gilt:
1 ™
DTFT{z[n] - win|} = o /X(I/)W(Q —v)dv
™

a Schlussfolgerung: Wann immer ein Signal gefenstert wird, wird das wahre
Spektrum mit der DTFT des Fensters gefaltet =—> Wahl des Fensters
bestimmt Qualitat der Schatzung

a Fragen: Was ware ideal fir W (€2)? Welche Fenster sind sinnvoll, in dem
Sinne, dass sie eine PSD-ahnliche DTFT (> 0) erzeugen? = Diskussion
wird bis zur Analyse von Blackman-Tukey zurlickgestellt
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Erwartungstreue der Schéatzung &‘("

a Diskussion:

Ideal: W (2) sollte ein Dirac sein

Breite der Hauptkeule beschreibt ,Verschmieren* des Spektrum

Aufgrund der Eigenschaften der DFT ist 1/N die bestmdgliche spektrale
Auflésung des Periodogramms

Nebenkeulen lbertragen Energie vom tatséchlichen Spektrum zu
benachbarten Regionen.

Im Hinblick auf Erwartungstreue sind Periodogramm und Korrelogramm gute
Schatzer, da sie asymptotisch erwartungstreu sind.
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Erganzung: Zirkularsymmetrie A\K"

a Bemerkung: Bei mittelwertfreien, reellwertigen GauBverteilungen sind wir
daran gewoéhnt, dass die Kovarianzmatrix die gemeinsame Verteilung
vollstandig beschreibt. Durch Betrachtung der Anzahl an freien Werten fallt
auf, dass dies fiir komplexwertige GauBverteilungen nicht langer zutrifft.®
—> Anpassung notwendig

6Ubung: Finden Sie ein Gegenbeispiel.
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Erganzung: Zirkularsymmetrie A\‘("

a Definition: Fir komplexwertige Zufallsvariablen X, Y lautet deren
Kovarianzmatrix

C(X,Y):=E((X —E(X))(Y —E(Y))")
und deren Pseudo-Kovarianzmatrix

C(X.,Y)=E((X -EX))(Y -E(Y))T).

28

in der Nachrict ik — atzung Communications Engineering Lab /

Holger Jékel



Erganzung: Zirkularsymmetrie A\K"

a Definition: Eine komplexwertige gauBsche Zufallsvariable X € C™ ist
zirkuldr (korrekterweise: zirkuldrsymmetrisch)’, falls sie mittelwertfrei ist und
ihre Pseudo-Kovarianzmatrix identisch Null ist. Man schreibt

X ~CN(0,Cxx),

wobei C'x x die Kovarianzmatrix von X ist.

a Die Wdichte einer zirkularen GauBverteilung wird vollstandig durch die
Kovarianz charakterisiert und lautet

1

o He—1
(m)"det(Cx x) exp (~2" Cxx )

f(®) =

Die Verteilung hangt nicht vom Winkel ab: X el? hat dieselbe Verteilung wie X fur jedes ¢.
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Erganzung: Zirkularsymmetrie A\K"‘

a Theorem:

m Ist X € C™ zirkular, soistauch Y := AX € C™ fiir jedes A € C"™*"
zirkular.

m Zirkuldres komplexes GauBrauschen maximiert die Entropie unter allen
Verteilung auf C™ mit gegebener Kovarianzmatrix.

m Wird ein reellwertiges Signal mit reellwertigem schwach stationaren
GauBrauschen beaufschlagt, so ist der Ausgang eines anschlieBenden
Tiefpasses zirkular gauBsch mit Erwartungswert Null.

a Nachweis: Siehe [NeMa93]

Konsequenz: Die Verwendung zirkuldren GauBrauschens ist in vie-
len Szenarien der Nachrichtenlbertragung gerechtfertigt.
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Erganzung: Zirkularsymmetrie A\K"

= 1-dimensionales zirkuldres komplexes GauBrauschen Z[n] erfullt®

und

8Die Forderung sind widersprichlich fir reellwertiges Rauschen.

31 i
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Varianz der Schatzung

a Theorem: Fir die Spektralschatzung von zirkuldrem weiBen GauBBrauschen
Z[n] qilt

lim E((®(Q) — ®()) - (B(Q) — B(Q))) =

N—o0

D2(Qy), Q1 =0
07 Ql 7& QQ

m Nachweis:® Einsetzen des Periodogramms’® ergibt

N
E@B(0)3() =1 > E(Z1 21202 b))
s,t,u,v=1

I (=), 2 (u—v)

9Nach [StMo05].
10Periodogramm und Korrelogramm stimmen flir den nicht erwartungstreuen AKF-Schéatzer tberein.

32 i
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Varianz der Schiatzung A\‘("

a Nachweis (ctd.): Fir gemeinsam gauBverteilte mittelwertfreie ZV gilt:
E(ABCD) =E(AB)E(CD) + E(AC)E(BD) + E(AD)E(BC).

Einsetzen der Korrelationswerte liefert:

N
~ ~ 1 . :
E(®(0)®()) =175 D (0% 6ut0u + 0160 br) - e N T IR (0m)
s,t,u,v=1
2
—oh ‘i sin ((Ql - 92)%)
N2 sin ((Ql — 92)%) ’

womit das Theorem nachgewiesen ist. (Ubung: Details der
Schlussfolgerung) [ |
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Varianz der Schiatzung ﬂ(“

m Beispiel: Schatzung der PSD von wei3em, gauBBschen Rauschen;
Mittelwert + Varianz, 1000 Samples, gemittelt Gber 1000 Realisierungen,

0?=2
15 1 ‘7 L‘: ,\ 100 —— 7‘ .
10 ‘ . N 10 L J 50 MWM‘M}VWJ(M‘MWWMJ
inhd VA
MWMMMMMM {WWWWW} » W o T” oo W\
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Varianz der Schatzung

m Bemerkung: Offensichtlich ist die untere Schranke nicht sinnvoll, da
negative Werte der PSD angezeigt werden. Zur Verdeutlichung der Aussage
wird die Darstellung dennoch beibehalten.

® Theorem:"" Wird ein Signal y[n] durch kausale lineare Filterung von
zirkularem, weiBen GauBrauschen Z[n| erzeugt, so gilt fir N > 1

. . 1
(I)yy(Q) = |H(Q)‘2‘I)Z27p(9) +0 <\/N> .
Also entspricht die Varianz des Schéatzers asymptotisch dem Quadrat der

wahren PSD.

" Nach [StMo05]
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Varianz der Schatzung

m Beispiel: Schatzung der PSD'2 von gefiltertem weiBen GauBrauschen,

1000 Samples, gemittelt Gber 1000 Realisierungen, o2 = 2

¥ \.WW‘ [ ¥ JH"W i
4 H l ; 4 J \ 10+ |
«;wjr “w“
0 —-jj ;K— 0 —J\ ; :L —10f \ ‘
1] L |
4 W e W

2Man beachte die im rechten Bild geénderte y-Achse
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Varianz der Schatzung

Zwischenfazit fur nicht parametrische Methoden:
a Periodogram und Korrelogramm sind asymptotisch erwartungstreu.

a Varianz von Periodogramm und Korrelogramm ist durch das Quadrat der
wahren PSD begrenzt. Eine Erhéhung von N reduziert die Varianz nicht.
— Periodogramm ist nicht konsistent

a Geschatzte Werte der PSD sind bzgl. der Frequenzen unkorreliert.

—> \Verbesserungsbedarf
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Blackman-Tukey ﬂ(“

a Problem des Korrelogramms: Grund der schlechten AKF-Schéatzung:

m groBe |k| &= N: nur wenige Werte tragen bei, was statistische Signifi-

) kanz reduziert ) . o
a kleine |k| &~ 0: viele Werte tragen bei und resultieren in einem grof3en

Gesamtfehler, selbst fiir kleine Einzelfehler

a Blackman-Tukey-Ansatz: Verwende Fensterung

M-—1
Dpr(Q) = wlk]Flkle %, M < N
k=—(M-1)
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Blackman-Tukey A\KIT

a Frage: Ist &)BT(Q) noch eine PSD, d.h., kann &)BT(Q) > 0 garantiert
werden?

m Erinnerung: (Folie 21) Ein Signal w[n] erfillt ®,,,,(2) > 0 genau dann,
wenn die Folge w(n] positiv semidefinit ist, was Ubereinstimmt mit der
positiven Semidefinitheit von

wl0] wll] 0
w[—1] w[0] w[M —1]
W = :
0 w[—(M—1) wlo)
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Blackman-Tukey

® Theorem:" Ist W(£2) > 0, d.h., w[n] positiv semidefinit, dann gilt:
Dpr(Q) = D, () * W(Q) >0
m Nachweis: Fenstern der AKF ergibt die neue AKF-Folge
7[k] := wlk]?[k].

Die auf positive Semi-Definitheit zu untersuchende Matrix kann geschrieben
werden als W © R, wobei @ die punktweise Multiplikation (Hadamard
Produkt) bezeichnet.

Da das Hadamard-Produkt zweier positiv semi-definiter Matrizen wieder
positiv semi-definit ist (siehe [StM005]), folgt die Aussage. [ |

13Ubung: Warum ist das Resultat intuitiv logisch? Begriinden Sie mittels des Faltungsintegrals.
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Blackman-Tukey: Fenster-Design

a Erinnerung: Zeitdauer-Bandbreite-Produkt ist begrenzt —> Signal kann
nicht gleichzeitig in Zeit und Frequenz ,eng“ sein

a Folgerung 1: Wahl der Fensterlange ist ein Kompromiss zwischen
spektraler Auflésung, Verschmieren 1/m und Varianz der Schatzung M /N.

a Faustregel: Wahle M < N/10.

a Folgerung 2: Wahl der Fensterform ist ein Kompromiss zwischen spektraler
Auflésung und Leakage.
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Blackman-Tukey: Fenster'®

Breite der | Dampfung
Haupt- Neben-
14

renster wik] keule keule

(rads) (dB)
Rectangular| 1 2M7r A3
Bartlett 1- & 4n 25
Hann - in ]
(Hanning) | 05 +0-5¢os (57) n 31
Hamming | 0.54 + 0.46 cos (3%) ix 41
Blackman | 0.42 + 0.5 cos (2%) + 0.08 cos (Z£) gx 57

4 Angabe fir k = 0, ..., M — 1, fortgesetzt durch w[—k] = wk] und w(k] = 0 fiir |k| > M — 1.
"5Tabelle nach [StMo05] bzw. [RG75]
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Blackman-Tukey: Fenster

Karisruher Insttut 0 Technologie

a Beispiel: Fenster und deren Leistungsdichte

10 [ o — rect.
/ N\ triang.
0.8 11N 9
‘ // \ Hann
=06 va \ ‘
= Y
\
04 ‘ / \\
/ \\
2 // A
v i
00— =) 0 20 10

Hamming
Blackman

Hamming
Blackman |,

—40
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Blackman-Tukey: Fenster

a Beispiel: Schatzung der PSD von weiBem GauBrauschen, 1000 Samples,

AT

Karisruher Insttut 0 Technologie

gemittelt Giber 100 Realisierungen, 02 = 2, und mit M = N/5

Hann

triangular

f

\
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Blackman-Tukey: Fenster

a Beispiel: Schatzung der PSD von gefiltertem, weiBen GauBrauschen, 1000

Samples, gemittelt tiber 100 Realisierungen, o = 2, und mit M = N/5

35 triangular Hann
3.0
. /\fl Iy
2.5 M "WN\ «\, W“
=20 \ MM W\("
w15 ;‘ A o m,«,]\mu y\;
1.0 . ' 1
0.5
0.0
-4 =3 -2 -1 0 1 3 4 —3 -2 -1 0 1 2 3 4
35 Hamming 35 Blackman
3.0 : : 3.0
95 A oc
25 W WH 25 /,‘ n » W i
s 2.0 / M, M /\‘ | \\M’“‘/ \
E1s s :
1.0 1.0
0.5 0.5
0.0 0.0
-4 =3 -2 -1 3 4 — —3 -2 -1 0 1 2 3 4
Q
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Bartlett-Methode A\KIT

m Ildee: Reduziere Varianz des Periodogramms durch Mittelung
= Teile N Beobachtungen in L = N/M Gruppen'® zu M = N/L Samples'’

y][n] = y[(]_]‘)M—i—n]’ n:17"'7M7j:17"'7L
m Bestimme ,einzelne” Spektralschatzungen
=N 1 M
P,;(Q) (= —
@)= 2

m Mittlung der Schatzungen geman

2

yi[nle 7"

Pp(Q) = % Z 3,(Q)

6zur Vereinfachung wird Teilbarkeit angenommen.
7 parameter M sollte nicht mit Parameter M in Blackman-Tukey verwechselt werden.
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Bartlett-Methode A\‘(IT

a Theorem: Die Bartlett-Methode entspricht Blackman-Tukey mit
Rechteckfenster und Mittelung der AKFs.

a Bemerkungen:

Was sind Erwartungswert und Varianz des Bartlett-Schatzers?

Teilsequenzen der Lange M — Auflosung 1/M

Varianz der Schéatzung skaliert mit 1/L = M/N

Zitat'®: ,Bartlett method has least smearing but most leakage in the class of all
Blackman-Tukey estimates*.

8Nach [StMo05].
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Bartlett-Methode ﬂ(“

a Beispiel: Schatzung der PSD von weiBem GauBrauschen, 1000 Samples,
gemittelt Giber 100 Realisierungen, o2 = 2, und mit M = N/10

10 Periodogram 10 Bartlett method

|
| M “A”‘ l“‘ Vw M ~\. /1

, ‘ \ ‘h ““ "L U‘ U“\

%

1 \
" ]‘}\ " ‘\‘, W

=

\ 6

1 4

by (©2)
©

: f‘v’w'mw\ﬁw%/\yw\,/\vaWm]‘[m‘wf,w/VW\M\,,fN\ | Al

()
3
{

N MAW/\/A’M BRARON

0 0

i”‘ [ ‘r il ‘m ‘ H‘ ‘ ‘ e

_ \\ I M \‘ H\ f ]u\ AT _

ZWMV‘\ H\N \“” \" \* | “uu V‘ Wv :

4 ‘ —4

—6— = - —6. -

—15 —-10 —0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 —15 —1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

Q Q
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Bartlett-Methode
m Beispiel: Schatzung der PSD'® von 2 Sinus-Funktionen
(©1 = 1.0, = 1.2) plus weiBem GauBrauschen, 1000 Samples, gemittelt

49

iber 100 Realisierungen, o2 = 1, und mit M = N/10

Periodogram

20

KIT

Bartlett method

YHinweis: Aufgrund der ,Diracform” des Spektrum ist hier die lineare Darstellung gewéhlt.
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Welch-Methode A\KIT

m ldee: Verbesserung der Nachteile von Bartlett
a Segmente durfen Uberlappen (empfohlen K = M /2)

yiln] =yl - 1)K +n], n=1,....M,j=1,...,8
m Segmente werden gefenstert und normiert

~

B(0) = gy > [olaluslide 7L P = 1D ol

m Schatzungen werden gemittelt geman

in der Nachrict ik — atzung Communications Engineering Lab Z
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Welch-Methode ﬂ(“

a Beispiel: Schatzung der PSD von weiBem GauBrauschen, 1000 Samples,
gemittelt Giber 100 Realisierungen, 0 = 2, und mit M = N/10, K = M/2

e’<,| ‘ ' \‘ ‘\ ﬂ ( ‘
it 1 "“r“ i ”yr ”wﬂu W

by (©2)
©

e A e e /\\f |

2ty Vo \“w,WAw\M NMM AP

Dy(Q)
o

~ A NV N NN A AN

0 ’ ’ 0
L 1 |
i !1’“"“““0 u.\l il \“\‘ ‘Hl )
2”\““ \\MW\ NIHWM I W\ ‘\}u 4’\\ :
4 —4
7761.5 —1.0 —0.5 0.0 0.5 1.5 7—61_5 —1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
Q Q
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Welch-Methode

IT
m Beispiel: Schatzung der PSD?° von zwei Sinus-Funktionen
(©1 = 1.0, = 1.2) plus weiBem GauBrauschen, 1000 Samples, gemittelt
iber 100 Realisierungen, o2 = 1, und mit M = N/10, K = M/2

20 Periodogram 2 Welch method

10 10

15 -0 —05 00 0.5 1.0 L5 15 —10  —05 00 0.5 Lo L5
) 0

2 Hinweis: Aufgrund der ,Diracform” des Spektrum ist hier die lineare Darstellung gewéhlt.
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Welch-Methode A\KIT

a Bemerkungen:*'
m Es kann gezeigt werden, dass die Welch-Methode einem ,Blackman-Tukey
type* entspricht
a Die Welch-Methode ist einer der am meisten verwendeten PSD-Schétzer
m Daniell schlagt vor, die Varianz des Spektrogramms zu reduzieren, indem
entlang der Frequenzachse gemittelt wird: Die benachbarten Schatzwerte
haben Einfluss und Schatzwerte sind nicht mehr unkorreliert.

21Nach [StMo05].
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Nicht-Parametrische Methoden:

Vergleich

m Beispiel: Schatzung der PSD von weiBem GauBrauschen, 1000 Samples,
gemittelt tiber 100 Realisierungen, o = 2, mit M = N/10, K = M /2

30 Period. 30 Blackman-T.
25 | 25
= m \ ' Il v‘ ’ l‘ 'w | d '} A
S0 h I M m« M W | J\ W MM v 20 Pt SN A AV
i k ‘ | |
15 L5
L0 o1 2 3 W= =5 = 0 1 3
3.0 Bartlett 20 Welch
25 25
S0 w‘u“"Ww"vW‘\"\"‘Mﬁ["'\ﬂ‘fMVAWWf\‘w‘”f"’/"ﬂ\w‘ﬂ‘M”A\f‘uﬂr”\’”f‘\\( 20 “‘m\.wWWL~d\‘\W”‘v‘“\J\”’\J~W”Vﬁw\\j‘“"va/‘A‘VA‘n Mg
15 L5
107 (S R B Wr——s—— 7T 0 1T 2 T
Q Q
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N|cht-If’arametr|sche Methoden: AT
Vergleich

m Beispiel: Schatzung der PSD?2 von zwei Sinusfunktionen
(€1 = 1.0, Q9 = 1.2) mit weiBem GauBrauschen, 1000 Samples, gemittelt
dber 100 Realisierungen, o2 = 1, mit M = N/10, K = M/2

0 Period. ) ﬁlackman-'l}
T {“
5 5 I H”
10 Il | i
3 (SN S| | R )
S
= i H
. phintthrso ) Wt o W i o
-2
[ R S S p R 1 N T 0 1 2 1
0 - Bartlett - 0 - Welch -
| I |
I . DA
~10 I L I J
S ,;,,,_,,M«‘”L«/Mwmw\m [N RN ”MMMAWV,‘,,,J,M I”A»_A,,_\,v
=-15
" 2
-2 —25
B N (S B R B S U R pa s B S B R B

Q Q

22Hinweis: Hier ist trotz der ,Diracform* des Spektrum die logarithmische Darstellung gewéhit.
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Ubersicht AIT

er Institut o Technologie

0 Spektralschatzung

@ Parametrische Methoden
@ Rationale Spektren, ARMA-Modelle
@ Yule-Walker-Gleichungen
@ Levinson-Durbin-Algorithmus

@ Methoden fir Linienspektren: MUSIC und ESPRIT

56
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Rationale Spektren &‘(lT

er Insttut or Technologie

a Idee: Annahme der Giltigkeit eines Modell und ,nur” Schéatzen der
Modellparameter

m Oft: Frequenzgang ist rationale Funktion?®> — schatze rationale Spektren

der Form
_ LB
YW= P
und im z-Bereich B(2)B( . )
(I)(Z)ZUQA(Z)A*(;:)’

wobei A(z), B(z) Polynome sind.

23Bemerkung: (nach [StMo05]) Alternative Begriindung fiir die Betrachtung rationaler Spektren ist die
Tatsache, dass rationale Frequenzgange in der Menge aller Frequenzgénge ,dicht liegen“; siehe
Weierstrass-Theorem.
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Rationale Spektren A\K"

a Wird ein System mit Frequenzgang H (Q2) durch einen Eingang mit PSD
iy (2) angeregt, so ist die PSD des Ausgangs

q)out(Q) = |H(Q)|2 ’ (I)in(Q)

a Damit beschreibt?* B@P 2
B
P(Q) =0”
[AQ)2

den Ausgang eines Filters mit Frequenzgang H () = B(Q)/A(Q), falls der
Eingang weiBes Rauschen mit Leistung o2 ist = Identifiziere
Systemparameter statt PSD-Parameter.

24Es wird angenommen, dass der Einheitskreis im Konvergenzgebiet liegt, so dass ®(Q) = ®(z = ¢¥).
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Rationale Spektren - Signalmodel &‘(lT

a Signalmodell wird zu

q P
Zal,y[t —v] = Zb#z[t —p], ap=by=1
v=0 n=0
wobei z[t] weiBes Rauschen mit Leistung o2 ist. Dieses Modell nennt man
m Moving Average, MA, falls g =0
m Auto Regressive, AR, falls p =0
u ARMA, fallsg > 0,p >0

59 i
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Rationale Spekitren

m Ansatz: Korrelation beider Seiten des ARMA-Modells mit y*[t — k] liefert

k] + Z a,rk —v] = Z b E(z[t — ply*[t — k])

m Zur weiteren Vereinfachung wird angenommen, dass y/[¢] durch kausales
Filtern von weiBem Rauschen z[t] durch ein Filter mit Impulsantwort h[n]

entstanden ist:
Z hls]z[t — s].
s=0

Aufgrund WeiBheit des Rauschens folgt damit

E(z[t — ply*[t — k]) = o®h* [ — k).

60 i in der Nachrict ik — atzung Communications Engineering Lab
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Rationale Spektren A\KIT

m Einsetzen liefert

q P
r[k] +Zayr[k —v]= Jzzb#h*[u* k]
v=1 pn=0

m Wegen h[p] = 0 fur p < 0 ergibt sich

+Zau k—v]=0,k>p
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Rationale Spektiren — AR

a Fir AR-Signale ergeben sich die Yule-Walker-Gleichungen

+Zau k—v]=0, k>0

—1—2(1,, = g2

welche die Koeffizienten a,, eines ARMA-Prozesses auf seine AKF
beziehen.

62 i in der Nachrict ik — atzung Communications Engineering Lab
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Rationale Spektren — AR A\‘("

a Die Yule-Walker-Gleichungen kénnen in Matrix-Vektor-Form geschrieben

werden,
o] 1] r(—dq] 1 o?
ri1]  r[0] ri=lg=DI| far] O
g rlo-1 .. o) g 0
N—— N——
::R;{ri =:(1,6)T =:i(0,0)T

woraus mit den obigen Definitionen folgt:

YW 1 0'2
w2 (o) - (3
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Rationale Spektren — AR A\K"

a Bemerkungen zu Yule-Walker:

m Verwendet man den nicht erwartungstreuen Schatzer fir die AKF und I6st die
Gleichung, so entspricht dies der Yule-Walker-Methode.

a Die Yule-Walker-Methode entspricht dem optimalen linearen Pradiktor —
Modellierung tber einen AR-Prozess wird auch linear prediction modeling
genannt.

m Verwendung der Yule-Walker-Methode nimmt an, dass die Systemordnung ¢
bekannt ist; ist das nicht der Fall, so mussen alle Werte von ¢ bis zu einer
maximalen Ordnung ¢max analysiert werden.

m Da die aus AKFs aufgebauten Matrizen konjugierte Symmetrie besitzen
(r[—¢€] = r*[€]), stellt man fest, dass die Matrix in den
Yule-Walker-Gleichungen gerade R¥W = RT entspricht, wobei R die
Autokorrelationsmatrix ist.

Somit wirkt die Verwendung eines zuséatzlichen Index seltsam, hilft aber
(hoffentlich) Verwirrung zu vermeiden.
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Rationale Spektren — AR &‘(lT

er Institut or Technologi

a Beispiel: Schatzung der PSD zweier Sinussignale (2; = 1.0, = 1.2) mit
weiBem GauBrauschen, 1000 Samples, gemittelt Gber 100 Realisierungen,

02 =2
0 Periodogram 0 YuIe-WaIker'oerer=3 o Yule-Walker; order = 170
\
I
Il
I
- =5 [ -5
[
I
-10 -10 ‘ —10
g
=1 -1 -1
=
—20 —20 0
-2 ‘J ‘ —%5 —%5 fi
WMWWW iy b |
T o1t 231 s ot o0 1T 23 4 Ny g0 1 2 3
Q QO O
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Rationale Spektren — AR A\‘("

a Levinson-Durbin-Algorithmus: Rekursive Lésung der
Yule-Walker-Gleichungen

a Notation:
a p;, bezeichnet sowohl r[k] als auch seine Schatzung 7[k]
a z™ bezeichnet Transposition und komplexe Konjugation von x
a Mit
rq = (p1,.. ~7Pq)T

Tq,« = (p; . 'apI)T

kann gezeigt werden (Ubung: Ausarbeiten), dass fiir jede Hermitesche Toeplitz
Matrix R gilt:
y=Rr — y. = Rx_

66
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Rationale Spektiren — AR

a Levinson-Durbin-Algorithmus:

m Beachte
YW PZH
YW R
Ryiz = ot g,
Pat1 Tae | PO
und damit
1 O'g
YW
R, 5| 0y = 0
0 Pa+1+7q 04

m Wir stellen fest, dass die Ergebnisse sehr ahnlich sind zu

yw [ 1 a2
R, (0q+1> = ( (1&-1> .

67
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Rationale Spektren — AR A\‘("

a Levinson-Durbin-Algorithmus (ctd.):

m Definiere
.
Qq := pg+1 + 74 bg

und die reflection coefficients

*

i N o 7Pq+1 + Tq,<—0q

e e R
q q

m Bemerkung: —k,, heiBen auch Partial Correlation (PARCOR) coefficients

ik — atzung
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Rationale Spektren — AR A\K"

a Levinson-Durbin-Algorithmus (ctd.):

a Wegen
0 1 crg oy
R | Og | =Ry5 (60, =|0] =[0
1 0 Qg 02
“— “—

ergibt sich
o2 oy 9
q q *
— [0 |4k [0 | = (O'q + ]Bqﬂaq)
Qg 03

1 0
Oq | +kgt1 | Og
0 1

YW
Ry

in der Nachrict ik — atzung Communications Engineering Lab /
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Rationale Spektren — AR A\K"

a Levinson-Durbin-Algorithmus (ctd.):
m Bisher erarbeitet:

1 0 2 *
RYY. [(9q> + kgt (9(“_)] - <Uq +/(€)q+1aq)
0 1
YW 1\ (oo
7 (o) = (%

a Die Eindeutigkeit der Lésung (RJ", ist positiv definit, [StMo05]) liefert:

6 6
Og+1 = <61) + kg1 ( qie>

ogr1 =0g(1 = |kqy|*)
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Rationale Spektren — AR A\‘("

m Levinson-Durbin-Algorithmus (ctd.): Pseudo-Code
% Initialisierung

01 := —p1/po

k1 = 91

ot = po — |p1|*/po
% Schleife
for ¢ = 110 @max:

kg1 1= *(pq+1 + T;,HQQ)/O}?

Tar1 = g (1 = |kgs1]?)

On 0
Og+1 = (0) + kg1 ( qf)
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Rationale Spektren — AR A\‘("

a Burg-Methode:
a Idee: Flihre Vorwarts- und Rickwarts-Pradiktion des Signals y[t] mit Ordnung

p durch:
p
erplt] ==ylt] + Y paylt — i, t=p+1,...,N
i=1
p
@oplt] ==yt —pl + > Gpaylt —p+il, t=p+1,.,N

i=1

m Bemerkung: Es kann gezeigt werden®, dass die Koeffizienten der
Rickwartspradiktion sich als komplex Konjugierte der Koeffizienten der
Vorwartspradiktion ergeben.

25giehe [StMo05]
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Rationale Spektren — AR A\‘("

a Burg-Methode (ctd.):
m Die AR-Parameter sind direkt mit den reflection coefficients verbunden,

~ ap*l,i—’_k\pa;flyp,“ i=1,.,p—1

Ap,i = § ~ .
kp’ =D,

und die Pradiktionsfehler ergeben sich zu

erlt] = Erp[t] + kppp[t — 1]
Coplt] = pr[t — 1] + kperp1lt]

in der Nachrict ik — atzung Communications Engineering Lab /
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Rationale Spektren — AR A\‘("

a Burg-Methode (ctd.):

= Annahme: AR-Koeffizienten bis zur Ordnung p — 1 wurden berechnet
m Berechnung der minimalen Pradiktionsleistung

N N
. 1 ~ 2 N 2
i (32 s 3 i)
kn P \iSot1 t=p+1

liefert

N
=2 3 eppaltep, [t — 1]
t=p+1

gv)
Il

([Er.p-1[t]1* + [ev,p—1[t = 1]I?)

‘Il
+
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Rationale Spektren — AR A\‘("

m Burg-Methode (ctd.):
a Algorithm:
m Initialisierung

m Fir alle Pradiktionsordnungen
— Bestimmte Vorwarts- und Rickwarts-Pradiktionsfehler der Ordnung p — 1

— Bestimme reflection coefficient der Ordnung p
— Bestimme AR-Parameter der Ordnung p

Communications Engineering Lab /
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Rationale Spektren A\K"

a Bemerkungen:2®

m Parametrische Modell erfordern gute Modellierung; andernfalls ergeben sich
durch Mismatching schlechte Ergebnisse der Spektralschatzung

m AR-Modelle liefern gute Ergebnisse bei schmalbandigen Spektren

AR-Modelle ergeben lineare Gleichungen fir die gesuchten Koeffizienten

= MA und ARMA-Modelle resultieren in nicht-linearen Gleichungen und sind
schwieriger zu analysieren

m MA-Modelle eigenen sich fiir breitbandige Spektren mit ,scharfen” Nullen

m MA-Modelle haben meist héhere Ordnung als AR-Modelle

26Nach [StMo05]
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Linienspektren IT
u Ziel:?” Schéatze Frequenzen in dem Modell?®

ylf] = Y- ol

=1

m Sind die Phasen gleichverteilt und unabhéngig, so folgt®®

rlk] =Y afe®* 4 0?5[k]
i=1

() = 271'20(?6((2 — Q) 40

=1

27Wieder mal nach [StMo05]
28 nist nicht mit der RauschgréBe n[t] zu verwechseln.
ZQUbung: Nachweis; Einsetzen in die Formel fiir die Ricktrafo.
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Linienspektren A\K"

m Fir die natirliche Zahl m definiere

und
A:=[a(Q),...,a(Q,)] € C™*"

a Bemerkung: a(Q) entspricht (bei normierter Abtastzeit) den Samples einer
Schwingung der Frequenz @ =—> A enthélt in den Spalten die Samples
von Schwingungen der Frequenzen 1, ..., Q,.
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Linienspektren

= Mit den entsprechenden Definitionen ergibt sich (Ubung: Nachweis®°)

y[t] alej91t+j¢1 n[t]
: =A : + :
=:ylt] =:z[t] =:n[t]

und die Korrelationsmatrix wird zu

R := E(y[tly"[t]) = APA" + 0T ¢ ¢C™*™
P .= diag(ad,...,a2).

n

30Analysieren Sie die Auswirkung eines Delay auf das Signalmodell.
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Addendum: Zur Matrizentheorie &‘("

a Definition: Fir A € C™*™ definiert man Bildbereich, Rang und Kern als:
R(A) ={yeC™”: ex.x € C" mit Ax = y}

rk(A) := dim(R(A))
K(A):={xcC": Ax =0}

80
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Addendum: Zur Matrizentheorie &‘("

81
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Addendum: Zur Matrizentheorie &‘("

a Definition: Ein Eigenwert A\ zum Eigenvektor x der Matrix B € C™*™ ist

charakterisiert durch
Bx = \x.

m Theorem: Jede normale Matrix®' B € C™*™ ist diagonalisierbar durch
eine unitare® Matrix, d.h., es existiert eine unitare Matrix®®* X € C™*™ und
eine Diagonalmatrix A € C™*™, so dass

B=XAXH

Die Matrizen X und A enthalten m Eigenvektoren und m Eigenwerte.

3'Eine Matrix heiBt normal, falls BBY = BY B.
32Eine Matrix ist unitér, falls BBY = BYB = I.
33 A unitar = Zeilen und Spalten sind orthonormal und linear unabhangig.
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Linienspektren — MUSIC A\‘("

a Name: MUItiple Signal Characterization
a Annahme: m > n, d.h., es existieren mehr Beobachtungen als Frequenzen

a Bemerkungen:

a Oft werden MUSIC (und ESPRIT) als super-resolution Methoden bezeichnet,
da die Auflésung besser als 1/Beobachtungslange sein kann.

m Die folgenden Methoden (MUSIC und ESPRIT) erfordern wei3es Rauschen; ist
dies nicht gegeben, muss vorher ein Whitening durchgefiihrt werden.
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Linienspektren — MUSIC

® R c C™*™ st eine Kovarianzmatrix und damit hermitesch (R = RY) —
R ist diagonalisierbar mit Matrizen X und A,

R=XAX",

und die Eigenwerte sind reellwertig, A € R™*",

a Annahme: Eigenwerte sind absteigend geordnet A\; > --- > \,,
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Linienspektren — MUSIC

= Rang von®* R ist m [StMo05]; Tk(APAY) = n —
@ Zuordnung der Eigenvektoren geman

S :=[zq,...,2,) € C™"

G = [iL'n+1, cey g:m] c C"”X(m—n)’

definiert einen Signal-Raum und Rausch-Raum als R(S) und R(G).

34Erinnerung: m > n, R = APAY + oI, P = diag(a%, ey ai).
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Linienspektren — MUSIC A\K"

m Einerseits ist
RG = %G

und andererseits
RG = APAYG + 7°G;
somit folgt APARG = 0.

= Da AP vollen Rang hat, ergibt sich A'G = 0 und damit g; € K(A™).
Somit folgt:
R(G) C K(A™).

= Aber |[K(AM)| = m —nund |R(G)| = m — n, also folgt:

R(G) = K(A™).

in der Nachrict ik — atzung Communications Engineering Lab /

Holger Jékel T—

86



Linienspektren — MUSIC A\K"

a Da X unitér ist, sind dessen Spalten orthonormal; damit folgt
sig =o.

In Konsequenz gilt K(AY) = R(G) C K(S%).
= Da K(A") und K (S™) dieselbe Dimension besitzen ergibt sich
K(S%) = K(AY) und daraus®

35, . was die Bezeichnung ,Signal-Raum* rechtfertigt..
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Linienspektren — MUSIC AT

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Die Frequenzen 4, ..., 2, sind die n eindeutigen Lésungen von

a()"GG"a() =0, m>n.

® Nachweis: 1. Wegen A"G = 0 folgt, dass a(Q;)" G = 0, somit ist jedes
Q; eine Losung.
2. Angenommen () # (); sei eine Lésung. Wegen GG"a(Q)) € R(G) folgt
a(Q)LR(G). = a(Q) € K(GY).
Da aber a(f2) linear unabhéngig von a(£2;) ist, wére die Dimension von
K(G™) mindestens n + 1, was einen Widerspruch darstellt. |
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Linienspektren — MUSIC A\‘("

a Bemerkungen:
m Zur numerischen Stabilitat werden die n Peaks des Pseudo-Spektrums

1 1

Pyusic () = a(Q)PGGHa(Q) - [GHa()]

bestimmt.
m Realisierung des Algorithmus wird mittels Schatzung der Korrelationsmatrix
durchgefihrt,

N
R 1 -
R .= — t t
N 2 iyt
wobei N eine hinreichend Anzahl von Beobachtungen darstellt.
a Mittels a(z) := (1,27 %,..., 2~ ™ )T wird der zweite Teil des Theorems zur
direkten Folgerung aus dem Fundamentalsatz der Algebra.
m Methode von Pisarenko entspricht MUSIC mit m = n + 1.

89
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Linienspektren — MUSIC

IT

er Institut or Technologi

a Beispiel: Pseudo-Spektrum zweier Sinusfunktionen (©2; = 1.0, Qs = 1.2)
mit weiBem GaufBrauschen, 1000 Samples, gemittelt iber 100

Realisierungen, 02 = 2und n = 2

0

MUSIC; order = 2

0 Period.
-10 ’
o
k) 15
-15
= " Moo Af) il
< 1y ey M J(“\v“\’mvfu‘ "uf"‘\ P \Wmﬂ\mfw%(‘fﬁ\
Al
—20
-25
—30 -
—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Q
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Linienspektren — ESPRIT AT

m Name: Estimation of Signal Parameters by Rotational InVarianz Techniques
m Annahme: A, R, S wie in MUSIC

m Definiere
A1 = [Im—l 0}147 A2 = [0 Im_l]A7

d.h., durch Elimination der letzten und ersten Zeile von A. Dann:
Ay = AD, D :=diag(e %, . . e %),

Entsprechend definiere Sy := [I,,,—1 0]S und S5 :=[0 I,,_4]S .
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Linienspektren — ESPRIT

® Unter Beriicksichtigung von R = AP A + 2T folgt
RS = APA"S +o°S
und damit (Ubung: Nachweis®®)
S=AC mit C=PA"S(A-o%I)7!
a Kombination mit den bisherigen Erkenntnissen liefert
Sy = A;C = A, DC =8,C'DC =: 5,
Beachte, dass C regulér ist und A, A, vollen Spaltenrang n haben, dann:

® = (51'8,)"'S]'S,

3B Hinweis: Eigenwert-Zerlegung von R; bedenken Sie, dass Diagonalmatrizen kommutativ sind.
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Linienspektren — ESPRIT AT

Karlsruher Insttut

Frequenzschatzungen geman ESPRIT ergeben sich lber
Q; = — arg(v;)
wobei ; die Eigenwerte von
® = (518,)"1818S,.

sind.

............
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Linienspektren — ESPRIT AT

a Bemerkungen:
a Das Pseudo-Spektrum entsteht aus den geschatzten Frequenzen (iber®”

1
n R 27
H (ejQ — AzeJQz)

i=1

DrspriT() =

wobei Al = ‘Z;1| )
m Berechnung von ® stellt die Least Squares Ldsung dar.
= Nach [StMo05]: ,[...] statistical accuracy of ESPRIT is similar to [...] MUSIC [...].

In fact, in most cases, ESPRIT may provide slightly more accurate frequency
estimates [...]*

37Nach [KK09].

9
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Linienspektren — ESPRIT AIT

 far Technologie

m Beispiel: Pseudo-Spektrum zweier Sinussignale (21 = 1.0, Qo = 1.2) mit
weiBem GauBrauschen, 100 Samples, gemittelt liber 100 Realisierungen,
2=2undn =2

0 Period. 0 ESPRIT; order = 2

-1 ~10
M
" g A I, [ u’\" M‘} “‘ﬂ,‘”ﬁ"/‘\/w 1y

=20 —-20
-2 —%
3 4

V3 5 S0 53 4 . I 53 4

Q 0
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Ubersicht

@ spektralschatzung

@ Lernzielkontrolle
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Lernzielkontrolle A\KIT

a Die folgende Aufstellung fasst die zentralen Punkte zusammen.

a Es wird aufgezeigt, welche Punkte nach Bearbeitung des Kapitels klar sein
sollten.
a Hinweise:
m Die Auflistung ist nicht vollstédndig, sondern fiihrt die wichtigsten Aussagen auf;
nicht erwahnte Inhalte sind dennoch bedeutsam.
m Oft enthalten die Nachweise wichtige Ideen; diese also nicht vernachlassigen.
m Stets versuchen, Gleichungen in Verbindung mit Interpretationen und
Anwendungen zu sehen
a Des weiteren sollten alle kleinen nltzlichen Ergédnzungen verstanden sein.
m Es istimmer eine gute Idee, etwas Gelerntes im Rechner umzusetzen. Dies
hilft beim Versténdnis und scharft das Bewusstsein fir mdgliche Probleme.
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Lernziele A\KIT

Nach diesem Kapitel sollten als zentrale Punkte klar sein:

a Definition der Leistungsdichte (power spectral density, PSD) far
stochastische Prozesse

a Nicht-parametrische Schatzer

m Schatzer fir die PSD und deren Zusammenhénge
m Glte der Schatzer: Erwartungstreue und Varianz
m Verbesserung durch Blackman-Tukey, Bartlett und Welch

m Parametrische Schéatzer

m Wieso rationale Spektren?

m Methode von Yule-Walker fiir AR-Modelle; Levinson-Durbin

m Linienspektren: Signalmodell, Grundansétze (Signalraum, Rauschraum, ...),
Schatzverfahren

98
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Ubersicht

@ spektralschatzung
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